
A. NeemanTriangulated 
ategoriesAnnals of Mathemati
s Studies, 148. Prin
eton Univ. Press, Prin
eton, 2001. viii+449 pp.Warum ein Bu
h �uber triangulierte Kategorien? Sie geh�oren heute zu den wi
htigen Hilfs-mitteln in Algebra, Geometrie und Topologie, so da� man viellei
ht den Untertitel \Tri-angulated 
ategories for the working mathemati
ian" erwartet. Tats�a
hli
h hat Neemanallerdings mehr zu bieten. Neben einer elementaren Einf�uhrung in die Theorie der tri-angulierten Kategorien werden zwei Konzepte ausf�uhrli
h behandelt, n�amli
h Browns
heDarstellbarkeit und Bous�eld Lokalisierung. Beide Konzepte haben ihren Ursprung in deralgebrais
hen Topologie der 60er und 70er Jahre, wurden jedo
h in den 90er Jahren ineiner Allgemeinheit weiterentwi
kelt, die unter anderem zu s
h�onen Anwendungen in deralgebrais
hen Geometrie und in der Darstellungstheorie endli
her Gruppen f�uhrte.Um die Thematik des vorliegenden Bandes zu verstehen, verglei
hen wir triangulierte mitabels
hen Kategorien. Eine abels
he Kategorie kann man si
h als additive Kategorie (d.h. dieMorphismenmengen bilden abels
he Gruppen und die Komposition ist bilinear) vorstellen,in der gewisse Sequenzen von Morphismen (die sogenannten kurzen exakten Sequenzen)ausgezei
hnet sind und gewisse Axiome erf�ullen. Eine triangulierte Kategorie ist ebensoeine additive Kategorie, in der gewisse Sequenzen von Morphismen (die sogenannten exaktenDreie
ke) ausgezei
hnet sind und gewissen Axiome erf�ullen.Das klassis
he Beispiel einer triangulierten Kategorie ist die derivierte Kategorie D(A)einer abels
hen Kategorie A. In diesem Fall erh�alt man eine EinbettungA �! D(A); X 7�! �X;und jede kurze exakte Sequenz 0 ! X ! Y ! Z ! 0 in A induziert ein exaktes Dreie
k�X ! �Y ! �Z ! �X [1℄ in D(A). Insbesondere liefert ein Element in Ext1A(Z;X) einenMorphismus �Z ! �X[1℄ in D(A), und allgemeiner giltExtnA(Z;X) �= HomD(A)( �Z; �X[n℄) f�ur jedes n � 0:Die derivierte Kategorie erm�ogli
ht es also derivierte Funktoren zu bere
hnen. Verdier hatdiese Idee in seiner Th�ese erstmals formalisiert und in diesem Zusammenhang triangulierteKategorien eingef�uhrt [5℄. Parallel dazu hat seinerzeit Puppe in der algebrais
hen Topologiedieselben Eigens
haften f�ur die stabile Homotopiekategorie herausgearbeitet [4℄.Betra
htet man abels
he Katgorien, so spielen h�au�g zus�atzli
he Eigens
haften einewi
htige Rolle. Klassis
h sind sogenannte Grothendie
k Kategorien, also abels
he Katgorienmit exakten induktiven Limites und einem Generator. Beispielsweise ist jede Modulkate-gorie eine Grothendie
k Kategorie. In der Welt der triangulierten Kategorien su
ht manzu Re
ht na
h einem verglei
hbaren Konzept. Bew�ahrt haben si
h die kompakt erzeugtentriangulierten Kategorien, denn Browns
he Darstellbarkeit und Bous�eld Lokalisierung las-sen si
h auf diese Klasse von triangulierten Kategorien �ubertragen. Die derivierte Kategorieeiner Modulkategorie oder die stabile Homotopiekategorie der algebrais
hen Topologie sindklassis
he Beispiele f�ur kompakt erzeugte triangulierte Kategorien. Allerdings treten in derPraxis triangulierter Kategorien auf, die ni
ht kompakt erzeugt sind. Hier setzt Neemanmit seiner Verallgemeinerung an und entwi
kelt das Konzept der wohlerzeugten (englis
h:well generated) triangulierten Kategorie.Die Diskussion der wohlerzeugten Kategorien bildet das Herzst�u
k dieser Monographie.Die De�nition ist zugegebenerma�en kompliziert, l�a�t si
h jedo
h gl�u
kli
herweise erhebli
h1



vereinfa
hen [1℄. Die ents
heidende Idee geht zur�u
k auf Freyd und wird in diesem Bu
hausf�uhrli
h behandelt. Es handelt si
h quasi um eine Umkehrung der Konstruktion von Ver-dier, d.h. eine triangulierte Kategorie wird universell in eine abels
he Kategorie eingebettet,so da� exakte Dreie
ke in exakte Sequenzen �uberf�uhrt werden. Diese universelle abels
heKategorie ist im allgemeinen zu gro�, aber l�asst si
h im Fall der wohlerzeugten Kategorienges
hi
kt verkleinern ohne da� zu viel Information verloren geht.Wohlerzeugte Kategorien verallgemeinern also die kompakt erzeugten Kategorien, unddas erkl�arte Ziel dieser Verallgemeinerung sind die �Ubertragung von Browns
her Darstell-barkeit und Bous�eld Lokalisierung auf wohlerzeugte triangulierte Kategorien. Der Brown-s
he Darstellbarkeitssatz besagt f�ur eine triangulierte Kategorie T mit beliebigen Koproduk-ten, da� jeder kontravariante Funktor F : T ! Ab in die Kategorie der abels
hen Gruppengenau dann darstellbar ist (d.h. von der Form HomT (�; X) f�ur ein Objekt X) wenn Fexakte Dreie
ke in exakte Sequenzen und Koprodukte in Produkte �uberf�uhrt. Dieser Satzist �au�erst n�utzli
h. Beispielsweise erh�alt man einen eleganten Beweis f�ur die Grothendie
kDualit�at indem man beoba
htet, da� der Browns
he Darstellbarkeitssatz im Fall der deri-vierten Kategorie eines S
hemas anwendbar ist [2℄.Von einer Bous�eld Lokalisierung spri
ht man sofern eine triangulierte UnterkategorieS � T vorliegt, und der Quotientenfunktor T ! T =S im Sinne Verdiers einen Re
htsad-jungierten besitzt. Im Fall der Bous�eld Lokalisierung ist die triangulierte Unterkategorie Slokalisierend, d.h. abges
hlossen unter Koprodukten. Diese Bedingung an S ist im allgemei-nen jedo
h ni
ht hinrei
hend. Beispielsweise wird gezeigt, da� die Bous�eld Lokalisierungexistiert falls S von einer Menge von Objekten erzeugt wird. In diesem Fall sind �ubrigensau
h S und der Quotient T =S wohlerzeugt.Insgesamt beruht ein Gro�teil des Materials in diesem Bu
h auf dem We
hselspiel zwi-s
hen triangulierter und abels
her Struktur. Dieses wird erg�anzt dur
h eine Reihe vonAnh�angen, in denen vorwiegend das notwendige Material �uber abels
he Kategorien bereit-gestellt wird. Damit ist die Darstellung im wesentli
hen in si
h abges
hlossen. Ledigli
h einpaar Grundkenntnisse �uber Kategorien und Funktoren, oder aus der homologis
hen Algebrawerden vorausgesetzt. Dagegen verzi
htet der Autor weitgehend auf Beispiele. Ein gewissesInteresse des Lesers an allgemeiner Theorie wird also vorausgesetzt. Hilfrei
h sind die hi-storis
hen Bemerkungen am S
hlu� eines jeden Abs
hnitts. Sie vermitteln den Standpunktdes Autors und bieten eine gute Orientierung.Kehren wir zur Ausgangsfrage na
h dem Zwe
k eines sol
hen Bu
hes �uber triangulierteKategorien zur�u
k, so ist die Antwort des Rezensenten zwiesp�altig. Su
ht man eine elemen-tare Einf�uhrung in die Theorie der triangulierten Kategorien, so ist man im Verglei
h mitVerdiers Th�ese mindestens ebenso gut bedient, Franz�osis
hkenntnisse vorausgesetzt. Po-sitiv erw�ahnt sei jedo
h Neemans elegante Darstellung des sogenannten Oktaederaxioms.Moderne Aspekte, beispielsweise t-Strukturen, werden leider ni
ht ber�u
ksi
htigt, wobei al-lerdings das Verspre
hen \We will see them [the six gluing fun
tors℄ again in the dis
ussionof t-stru
tures." auf Seite 319 vom guten Willen des Autors zeugt.Das Bu
h wird zu einer wertvollen Lekt�ure sobald man si
h f�ur gro�e triangulierteKategorien interessiert, also Kategorien mit beliebigen Koprodukten. Hier leistet Neemane
hte Pionierarbeit, und diese verdient uneinges
hr�ankte Anerkennung.Literatur[1℄ H. Krause: On Neeman's well generated triangulated 
ategories. Do
umenta Math.6 (2001), 119{125. 2
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