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Warum ein Buch iiber triangulierte Kategorien? Sie gehoren heute zu den wichtigen Hilfs-
mitteln in Algebra, Geometrie und Topologie, so dafl man vielleicht den Untertitel “Tri-
angulated categories for the working mathematician” erwartet. Tatsichlich hat Neeman
allerdings mehr zu bieten. Neben einer elementaren Einfithrung in die Theorie der tri-
angulierten Kategorien werden zwei Konzepte ausfiihrlich behandelt, ndmlich Brownsche
Darstellbarkeit und Bousfield Lokalisierung. Beide Konzepte haben ihren Ursprung in der
algebraischen Topologie der 60er und 70er Jahre, wurden jedoch in den 90er Jahren in
einer Allgemeinheit weiterentwickelt, die unter anderem zu schénen Anwendungen in der
algebraischen Geometrie und in der Darstellungstheorie endlicher Gruppen fiihrte.

Um die Thematik des vorliegenden Bandes zu verstehen, vergleichen wir triangulierte mit
abelschen Kategorien. Eine abelsche Kategorie kann man sich als additive Kategorie (d.h. die
Morphismenmengen bilden abelsche Gruppen und die Komposition ist bilinear) vorstellen,
in der gewisse Sequenzen von Morphismen (die sogenannten kurzen exakten Sequenzen)
ausgezeichnet sind und gewisse Axiome erfiillen. Eine triangulierte Kategorie ist ebenso
eine additive Kategorie, in der gewisse Sequenzen von Morphismen (die sogenannten ezakten
Dreiecke) ausgezeichnet sind und gewissen Axiome erfiillen.

Das klassische Beispiel einer triangulierten Kategorie ist die derivierte Kategorie D(A)
einer abelschen Kategorie A. In diesem Fall erhilt man eine Einbettung

A-—D(A), X+ X,

und jede kurze exakte Sequenz 0 - X — Y — Z — 0 in A induziert ein exaktes Dreieck
X - Y = Z — X[1] in D(A). Insbesondere liefert ein Element in ExtY(Z, X) einen
Morphismus Z — X[1] in D(A), und allgemeiner gilt

Ext’4(Z, X) = Homp(a)(Z, X[n]) fiir jedes n > 0.

Die derivierte Kategorie ermdglicht es also derivierte Funktoren zu berechnen. Verdier hat
diese Idee in seiner These erstmals formalisiert und in diesem Zusammenhang triangulierte
Kategorien eingefiihrt [5]. Parallel dazu hat seinerzeit Puppe in der algebraischen Topologie
dieselben Eigenschaften fiir die stabile Homotopiekategorie herausgearbeitet [4].

Betrachtet man abelsche Katgorien, so spielen hiufig zusitzliche Eigenschaften eine
wichtige Rolle. Klassisch sind sogenannte Grothendieck Kategorien, also abelsche Katgorien
mit exakten induktiven Limites und einem Generator. Beispielsweise ist jede Modulkate-
gorie eine Grothendieck Kategorie. In der Welt der triangulierten Kategorien sucht man
zu Recht nach einem vergleichbaren Konzept. Bew#hrt haben sich die kompakt erzeugten
triangulierten Kategorien, denn Brownsche Darstellbarkeit und Bousfield Lokalisierung las-
sen sich auf diese Klasse von triangulierten Kategorien {ibertragen. Die derivierte Kategorie
einer Modulkategorie oder die stabile Homotopiekategorie der algebraischen Topologie sind
klassische Beispiele fiir kompakt erzeugte triangulierte Kategorien. Allerdings treten in der
Praxis triangulierter Kategorien auf, die nicht kompakt erzeugt sind. Hier setzt Neeman
mit seiner Verallgemeinerung an und entwickelt das Konzept der wohlerzeugten (englisch:
well generated) triangulierten Kategorie.

Die Diskussion der wohlerzeugten Kategorien bildet das Herzstiick dieser Monographie.
Die Definition ist zugegebenermaflen kompliziert, 148t sich jedoch gliicklicherweise erheblich



vereinfachen [1]. Die entscheidende Idee geht zuriick auf Freyd und wird in diesem Buch
ausfiihrlich behandelt. Es handelt sich quasi um eine Umkehrung der Konstruktion von Ver-
dier, d.h. eine triangulierte Kategorie wird universell in eine abelsche Kategorie eingebettet,
so dal exakte Dreiecke in exakte Sequenzen iiberfithrt werden. Diese universelle abelsche
Kategorie ist im allgemeinen zu grof3, aber lisst sich im Fall der wohlerzeugten Kategorien
geschickt verkleinern ohne daf} zu viel Information verloren geht.

Wohlerzeugte Kategorien verallgemeinern also die kompakt erzeugten Kategorien, und
das erklirte Ziel dieser Verallgemeinerung sind die Ubertragung von Brownscher Darstell-
barkeit und Bousfield Lokalisierung auf wohlerzeugte triangulierte Kategorien. Der Brown-
sche Darstellbarkeitssatz besagt fiir eine triangulierte Kategorie 7 mit beliebigen Koproduk-
ten, daf} jeder kontravariante Funktor F: 7 — Ab in die Kategorie der abelschen Gruppen
genau dann darstellbar ist (d.h. von der Form Homy(—, X) fiir ein Objekt X) wenn F'
exakte Dreiecke in exakte Sequenzen und Koprodukte in Produkte iiberfiihrt. Dieser Satz
ist duflerst niitzlich. Beispielsweise erhilt man einen eleganten Beweis fiir die Grothendieck
Dualitét indem man beobachtet, dafl der Brownsche Darstellbarkeitssatz im Fall der deri-
vierten Kategorie eines Schemas anwendbar ist [2].

Von einer Bousfield Lokalisierung spricht man sofern eine triangulierte Unterkategorie
S C T vorliegt, und der Quotientenfunktor 7 — 7 /S im Sinne Verdiers einen Rechtsad-
jungierten besitzt. Im Fall der Bousfield Lokalisierung ist die triangulierte Unterkategorie S
lokalisierend, d.h. abgeschlossen unter Koprodukten. Diese Bedingung an § ist im allgemei-
nen jedoch nicht hinreichend. Beispielsweise wird gezeigt, dafl die Bousfield Lokalisierung
existiert falls S von einer Menge von Objekten erzeugt wird. In diesem Fall sind iibrigens
auch S und der Quotient 7 /S wohlerzeugt.

Insgesamt beruht ein Grofiteil des Materials in diesem Buch auf dem Wechselspiel zwi-
schen triangulierter und abelscher Struktur. Dieses wird ergénzt durch eine Reihe von
Anhiéngen, in denen vorwiegend das notwendige Material iiber abelsche Kategorien bereit-
gestellt wird. Damit ist die Darstellung im wesentlichen in sich abgeschlossen. Lediglich ein
paar Grundkenntnisse iiber Kategorien und Funktoren, oder aus der homologischen Algebra
werden vorausgesetzt. Dagegen verzichtet der Autor weitgehend auf Beispiele. Ein gewisses
Interesse des Lesers an allgemeiner Theorie wird also vorausgesetzt. Hilfreich sind die hi-
storischen Bemerkungen am Schluf} eines jeden Abschnitts. Sie vermitteln den Standpunkt
des Autors und bieten eine gute Orientierung.

Kehren wir zur Ausgangsfrage nach dem Zweck eines solchen Buches iiber triangulierte
Kategorien zuriick, so ist die Antwort des Rezensenten zwiespiltig. Sucht man eine elemen-
tare Einfithrung in die Theorie der triangulierten Kategorien, so ist man im Vergleich mit
Verdiers These mindestens ebenso gut bedient, Franzosischkenntnisse vorausgesetzt. Po-
sitiv erwahnt sei jedoch Neemans elegante Darstellung des sogenannten Oktaederaxioms.
Moderne Aspekte, beispielsweise t-Strukturen, werden leider nicht beriicksichtigt, wobei al-
lerdings das Versprechen “We will see them [the six gluing functors] again in the discussion
of t-structures.” auf Seite 319 vom guten Willen des Autors zeugt.

Das Buch wird zu einer wertvollen Lektiire sobald man sich fiir groffe triangulierte
Kategorien interessiert, also Kategorien mit beliebigen Koprodukten. Hier leistet Neeman
echte Pionierarbeit, und diese verdient uneingeschrinkte Anerkennung.
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