4 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten
Wir lernen nun eine Klasse von linearen Differentialgleichungen kennen, deren Lésungen
man explizit beschreiben kann. Als Hilfsmittel benotigen wir dazu die Matrixexponen-
tialfunktion, die wir uns zunéchst anschauen.
Auch in diesem Abschnitt bezeichne K einen der Kérper R und C, ||.||o sei die Eu-

klidische Norm auf K" und ||.|| die induzierte Operatornorm auf L(K"). Die normierten
linearen Raume (K", ||.||2) und (L(K"), ||.]|) sind vollstindig.

4.1 Die Exponentialfunktion fiir Matrizen
Sei A € L(K"). Dann konvergiert die Reihe Y o° / L[|A"||, denn Y o° ;L ||A|" = el

n=0 n!

ist eine konvergente Majorante. Die Reihe ) >° ;,A” konvergiert also absolut, und

da (L(K"),||.||) vollsténdig ist, konvergiert die Reihe Y >° / LA™ in diesem Raum. Wir
nennen

expA:i=eti=) —A" (4.1)

die Matrizexponentialfunktion.

Satz 4.1 (a) Die Reihe in (4.1) konvergiert gleichmafig auf jeder beschrinkten Teil-
menge von L(K").

(b) Die Funktion exp : L(K™) — L(K") ist stetig.

(c) Esist e’ =1, und fiir AB = BA ist eAeP = A5,
(d)
(€)

e) Fiir alle A € L(K") ist e? invertierbar und (e*)™! = e~ 4.

Fiir alle C € GL(K") ist CeAC ! = e¢7'AC,

Beweis

(a) Sei B eine beschréinkte Teilmenge von L(K") und || X|| < M fiir alle X € B. Dann

gilt fiir alle X € B

1

H—X" ||X||” ;M".

Die Funktionenreihe Y >° o f, mit

1
fo:B—= LEK"), X X"
n.

ist also auf B gleichmifig konvergent, da ja

g (;up || fn(X ) io
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(b) Ist B C L(K") beschrinkt, so folgt aus der gleichméfigen Konvergenz der Expo-
nentialreihe und aus der Stetigkeit der Funktionen f, die Stetigkeit von exp auf
B. Da jeder Punkt X, € L(K") eine beschrinkte Umgebung besitzt, ist exp auf
ganz L(K") stetig.

(c) Die Aussage €® = I ist klar. Gilt AB = BA, so ist

n

A+B" =Y (Z) Akprk,

k=0
und mit der Cauchyschen Produktformel erhalten wir

M = 2 (A+ B)" vaz )A’“B”_’“
o0 Ak Bn k o0
- Z 'Z

2.
n=0 k=0 =0 7=0

(d) Fiir A € L(K") und C € GL(K") ist C~'A"C = (C~'AC)", und aus der Stetigkeit
der Matrixmultiplikation folgt

C Lo = 1
CcleAC — = —CtAmC
¢ nz n! ; n!
- 1 -1 n c~tac
= ) —(CTAC)" =e .
n!
n=0
(e) Nach (c) ist ele=* = I. Also ist e” invertierbar und (e?)~! = e=4. n

Beispiel (A) Fiir Diagonalmatrizen

d 0 d* 0
D= ist DF=

eh 0

und daher e? =

Beispiel (B) Fiir die Matrix

010 ...0 (881(1) :
001 ...0
N = Do ist N2 = S B U.S.W.
0o o 1 0000 ... 1
000 ...0 0 v
\0 000 0 )
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und schlieRlich N™® = (0. Man erhélt hieraus die Formel

2 n—1
1t 5 )]
1 1 K
MRS FTEVE 1ok
k=0 k=0
t
0 1
Beispielsweise hat man fiir
010 1t £
N
N=|001 den Wert V=10 1 ¢
0 00 0 0 1

und daher

A1 0 ... 0

0 1 0
A=

00 O 1

00 O A

ist A= Al + N mit N wie in Beispiel (B). Wegen (AM)N = N(\I) gilt also

A eAIeN: )\N.

Die Berechnung von e” ist also dann einfach, wenn A in Jordan-Normalform vorliegt,

also folgende Form hat:
Ji
A= - )
JT

wobei jedes J; ein Jordankéstchen wie in Beispiel (D) ist. Wegen Satz 4.1 (d) 148t sich der
allgemeine Fall stets auf diesen ,Jordanfall® zuriickfiithren. Die vorherige Bestimmung
der Jordan-Normalform ist aber nicht in jedem Fall erforderlich.
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Beispiel (E) Fiir A= ( 0 1 ) ist A2 = ( _01 _01 ) und damit
tA  _ —(tAY* = 2m 2m+1 )
‘ 2t =2, @m) " mz:: 2m+ -1 0

+
cost O n 0 sint \ cost sint
0 cost —sint 0 ~ \ —sint cost |-

4.2 Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Fiir die Matrixexponentialfunktion haben wir die folgende Differenzierbarkeitseigen-
schaft:

Lemma 4.2 Die Abbildung exp : L(K") — L(K™) ist in 0 € L(K") differenzierbar, und
ihre Ableitung in diesem Punkt ist die identische Abbildung auf L(K™).

Beweis AusexpX =X =3 LX" folgt

n=0 n!

9] 1 . 9] 1 .
X = 1= X = 3 —x7) < 3 x| = el ¥ -1 X,
n=2 n=2

Nach de I’'Hospital ist

X —1 — |1 x b_1— t_1
lime I ”zlimeit:lime =0
X—0 ||X|| t—0 t t—0 1]
Folglich ist auch limx_, % = 0, und wir haben
X
expX =exp0+ X +7(X) mit lim I (Xl = 0.

x-0 || X|]

Sei nun A € L(K"). Wir betrachten die Funktion
da:R— L(K"), t+— exp(tA).
Wegen Satz 4.1(c) gilt
da(S)pa(t) = pa(s+1t) fiiralle s,teR,
und aus Lemma 4.2 und der Kettenregel folgt

¢4(0) = exp'(0)A = A.

40



Damit ist fiir t € R

pa(t +h) — a(t) pa(h)pa(t) — ¢alt)

#a(t) = lim . = lim .
- (}Hg MF) $a(t) = 4(0)da(t) = Ada(D)-

Fassen wir zusammen:

Satz 4.3 Sei A € L(K"). Dann bilden die Spalten von ¢ ein Fundamentalsystem der
homogenen linearen Differentialgleichungen y' = Ay mit konstanten Koeffizienten.

Beweis In der Tat, wir haben oben gesehen, dass die Spalten von ¢, Losungen von
y' = Ay sind, und diese Spalten sind linear unabhéngig, da ¢ 4(t) fiir jedes ¢ invertierbar
ist. [

Mit dieser expliziten Darstellung der Lésung der homogenen Gleichung und Satz 3.6
iiber die Variation der Konstanten erhalten wir folgendes Resultat iiber die Lésung der
inhomogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Satz 4.4 Ist I C R ein Interval und b : I — K" stetig, so erhdlt man eine Losung
Y : I — K" der inhomogenen Gleichung y' = Ay+b(x) durch den Ansatz (x) = e*c(z)
mat

c(z) = c(z) +/ e Mb(t)dt mit xo € I.

Zo

Damit ist

Y(z) = e®e(x) + /m @ V4p(t)dt. (4.2)

zo
Beispiel Gesucht ist die Losung des Differentialgleichungssystems

Y=y + 1 ys=—y1  mit 31(0) =10(0) =1

(48 (3) (1)

In Beispiel E aus Abschnitt 4.1 haben wir bereits fiir A = ( 0 1 )

-1 0
oA _ [ cosT sin ©
—sinx cosx

bzw.
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1
cosz sinz 1 “( cos(xr—1t) sin(z —1) 1
. + dt
—sinz cosx o \ —sin(z —1t) cos(z —t) 0
(cosx—i—S}nx)_}_/ ( cos(x — t) )dt

cosz —sinx —smx—t)
_ COST + Sinx —sin(z —t) \[|°
- cosT —sinx cosx—t o

cosx +sinx n O —sinz
cosx —sinzx —CcoST

gefunden, und aus (4.2) erhalten wir mit zy = 0 und c(xy) = ( L )

y(z) =

cosx + 2sinz
2cosz —sinzx — 1

Wir sehen uns nun systematisch die homogene lineare Differentialgleichung
y = Ay mit A€ GL(R?) (4.3)

an und wollen insbesondere versuchen, uns eine Vorstellung vom Verhalten der Lésungen
zu verschaffen. Dabei treten im wesentlichen drei Fille auf.

Fall 1 Die Matrix A ist reell diagonalisierbar mit Eigenwerten Ay, Ay € R. Sind a4, ay
die zu diesen Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren, so bilden die Funktionen ¢y, @5 :
R — R? mit

901(33) _ 6’\1:5(1,1, Q02($) — 6)‘”@2

ein Fundamentalsystem von Losungen von (4.3). Es ist ja z.B.

o (x) = eM®Aa; = eMPAa; = AeMTa; = Agp.

(M0
a= (% )

(auf die sich der allgemeine Fall durch Rotation zuriickfithren 14ft). Die Eigenvektoren
zu den Eigenwerten i, Ao konnen als

(o) we (1)

gewéhlt werden, so dass die allgemeine Losung ¢ von (4.3) in diesem Fall gegeben ist
durch

Betrachten wir speziell die Matrix

Co€

A1z
o(z) = ( Cle}\zz ) mit  ¢,co € R (4.4)
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Da es in der Regel nicht einfach ist, sich den Graphen der Losungsfunktion (also eine
Menge im R*) vorzustellen, versucht man, sich eine Vorstellung vom qualitativen Lo-
sungsverhalten zu verschaffen, indem man (4.4) als Parameterdarstellung einer Kurve
im R? interpretiert. Solche Losungskurven heiRen auch Phasenkurven oder Trajektorien
der Gleichung (4.3), und Diagramme, die mehrerer solcher Trajektorien enthalten und
so Aufschluf$ {iber das Losungsverhalten geben, heiffen Phasenportrits. Die Trajektorien
werden durch Ubertragen der iiblichen Orientierung von R orientiert. Wir bezeichnen
die Koordinaten in R? mit (z1, z9). Fiir die Matrix

(M0 )
A_(O )\2> mit Ay > A >0

erhdlt man aus (4.4) fiir ¢; # 0 beispielsweise
Z2 — 026)\211 — 02(6)\11:))\2/)\1 — czi\Q/)\l

mit einer Konstanten ¢, und man erhélt durch Variation von ¢ das folgende Phasenpor-
trat:

wahrend man beispielsweise fiir A\; = Ay > 0 bzw. A; > 0 > Ay die folgenden Phasen-
portrits findet:

Eine Vorzeichenumkehr bei A\; und )y liefert d&hnliche Phasenportrits mit umgekehrten
Orientierungen.

Fall 2 Die Matrix A besitzt keine reellen Eigenwerte. Dann hat sie zwei konjugiert-
komplexe Eigenwerte, etwa

M=p+iw und N =p—iw mit peRweR\ {0}
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Seien a1, a; € C? die zugehorigen Eigenvektoren, die wir auch in Real- und Imaginirteil
zerlegen:
a1 =b+ic und a,=b—ic mit b ce R

Wie im Fall 1 bekommt man dann komplexe Fundamentallsungen
pi(x) = eaj =eNa; = e (T . b+ e . ()

= e"™(cosaw - b—sinzw - ¢) + e (sin zw - b + cos 2w - ¢).

Wir beachten, dass ¢; = p3, und bekommen dann aus den komplexen Fundamentalls-
sungen die reellen Fundamentalldsungen

_.l_ —
Y1 =Re p1 =Re ¢ = 2 5 2 und o =TIm ¢y = —Im @, = %22.%02,
d.h.
Pi(z) = e"(coszw-b—sinzw - c),
Po(z) = €e"™(sinzw-b+ coszw - c).

Wir sehen uns die Trajektorien speziell fiir die Matrix A = < H /Lj > an. In diesem
Fall ist mit \y = g+ iw und Ay = p — 1w

a1:(1> und a2:<_12.>, d.h. bz(é) und c:<(1)),

und die reellen Fundamentallésungen sind

¢1($)=€$“< COS TW ) and %(x):ew(sinxw)

— sin zw COS TWw

Wir erhalten als Phasenportrits fiir 4 = 0 und w > 0 bzw. fiir g,w >0

Umkehr der Vorzeichen fiihrt wieder zur Umkehr der Orientierungen.

44



Fall 3 Die Matrix A hat einen reellen Eigenwert und einen eindimensionalen Eigen-
raum. Dann hat A die Jordansche Normalform

Cemiga (X1
posas= () 1)

mit einer invertierbaren Matrix S € L(R?). Durch die Substitution w := S~'y erhalten
wir die Differentialgleichung w’ = Bw. Wegen

= e [(3 1) (03]
:emﬂp(gﬁ)—e (éf)

bilden die Funktionen

¢1(33) = eV ( (1) ) und %

H)

ein Losungsfundamentalsystem von w' = Bw mit (0 ( > und ,(0) = ( (1] )

Die Funktionen ¢;(x) := Sv;(z) bilden dann ein Fundamentalsystem der urspriinglichen

A 1)sehenfﬁr/\:0

Gleichung y' = Ay. Die Phasenportrits fiir die Matrix A = ( 0\

bzw. A > 0 wie folgt aus:

Fiir A < 0 kommt es wieder zu einer Orientierungsumkehr in III b.

Anmerkung Es bietet sich an, hier einige Anmerkungen zur allgemeinen Stabilitéts-
theorie fiir Differentialgleichungen folgen zu lassen. Dazu seien F,G : R* — R Funktio-
nen mit stetigen partiellen Ableitungen, und wir betrachten das System von Differenti-
algleichungen

i="F(z,y), 9y=G(zy). (4.5)

Solche Systeme, bei denen die unabhéngige Variable ¢ nicht explizit auftritt, heissen au-
tonom — ein Beispiel sind die homogenen linearen Systeme mit konstanten Koeffizienten.
Fiir beliebige Werte tg, 9, yo € R besitzt dann die Anfangswertaufgabe

T = F(x: y); y = G(x,y), .Z‘(t()) = o, y(to) =% (46)
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genau eine Losung, von der wir der Einfachheit halber annehmen, dass sie auf ganz R
definiert ist. Diese Losung betrachten wir wie oben als Parameterdarstellung einer Kurve

im R?, der Losungstrajektorie. Wir iiberlegen uns, dass durch jeden Punkt ( ZO ) € R?
0

genau eine Trajektorie verlduft. Seien dazu ( z > und ( g ) Lésungen des autonomen

Yo

(3 )= () = ()

Dann sind - wie man leicht nachrechnet - die Funktionen

Systems (4.5), deren Trajektorien beide durch den Punkt ( o ) verlaufen. Es gibt also
to,t1 € R so, dass

f(t) = T(t—to-{-tl), ’lj(t) = y(t—to +t1)
ebenfalls Losungen der Anfangswertaufgabe (4.6). Da diese eindeutig bestimmt sind,
folgt
z(t) =Tt —to+t1) und y(t) =7t —to+t1)

fiir alle t € R. Damit ist klar, dass ( Z ) und ( ; ) die gleiche Trajektorie beschreiben.

Zo

Gilt fiir einen Punkt ( ) € R?, dass

Yo

F(ﬂCo; yo) = G(ﬂUo, yo) =0,

so ist offenbar ( 58 ) = ( 'ZO ) eine Losung von (4.5), und zwar die einzige Losung,
0

die den Wert ( o ) annimmt. Die Trajektorie durch diesen Punkt ( o

) schrumpft
Yo Yo

Zo
Yo

stationdr, und ( zo ) heift dann ein Gleichgewichtspunkt von (4.5). Fiir die oben
0

daher auf einen einzigen Punkt zusammen. Solche Losungen von (4.5) heifen

betrachteten homogenen linearen Systeme ist stets ein Gleichgewichtspunkt. Fiir

0
0
diese Systeme konnten wir auch typische Verhaltensmuster der Trajektorien feststellen.
So streben bei Ia und Ib alle nichtstationdren Losungen weg vom Gleichgewichtspunkt
oder (nach Vorzeichenwechsel) hin zum Gleichgewichtspunkt, und in ITa bleiben die
Trajektorien in einer Umgebung des Gleichgewichtspunktes, ohne sich jedoch weiter zu
ndhern oder zu entfernen. Wir fixieren dieses Verhalten in folgender Definition.

Definition 4.5 Se: ( o

heif$t dieser Punkt

y ) ein Gleichgewichtspunkt des autonomen Systems (4.5). Dann
0
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(a) stabil, wenn fir jedes ¢ > 0 ein § > 0 mit folgender Eigenschaft existiert: Gilt fir
eine Losung ( z ) von (4.5) und fir ein t, € R, dass

IG5 )-()
G-

(b) asymptotisch stabil, wenn er stabil ist und dariber hinaus ein R > 0 mit folgender

Eigenschaft existiert: Gilt fiir eine Lisung ( 3;/ ) von (4.5) und fir ein t; € R die
<R,

G ) -l

. x(t) ) . ( Zg )
so konvergiert ur t — oo gegen .
g ( yt) ) ! gegen |y,

< 0,
2

S0 1St

<e furalle t>t.
2

Ungleichung

(c) instabil, wenn er nicht stabil ist.

Im Fall ITa beobachten wir ein stabiles (aber kein asymptotisch stabiles) Verhalten, wih-
rend im Fall IIb p < 0 (Orientierungsumkehr) asymptotisch stabiles Verhalten vorliegt.
Eine genauere Analyse der Falle I-II1 zeigt:

Satz 4.6 Sei A € L(R?). Dann ist der Gleichgewichtspunkt ( 8 ) des Systems y' = Ay

genau dann asymptotisch stabil, wenn jeder Figenwert von A einen negativen Realteil
besitzt.

Zum Uberpriifen der Stabilititseigenschaften allgemeiner Systeme steht die Methode der
Lyapunov-Funktionen (vgl. Heuser, Abschnitt X, Nr. 67) zur Verfiigung.
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Eine praktisch interessante Frage ist auch die nach periodischen Lésungen von (4.5),
d.h. nach solchen, zu denen es ein 7" > 0 gibt mit

z(t+T)=x(t) und y(t+7T)=uy(t) fir allet.

Die Trajektorien solcher Losungen sind geschlossene Kurven, sogenannte Zyklen (vgl.
Fall ITa). Sehen wir uns ein weiteres Beispiel an. Das System

i = —y+a(l—2’-1y>)
z+y(l—a” -y

hat < 8 ) als einzigen Gleichgewichtspunkt. Zur Losung dieses Systems gehen wir zu

Polarkoordinaten iiber, d.h. wir schreiben x = r cos ¢, y = rsin ¢ und erhalten mit
T =7Tcosp—rpsing, Y =7rsiny —+ rycosy
nach einigen Umformungen das System
F=r(l—1r%), ¢=1,
dessen Lésung fiir r > 0 durch

1
r(t) = ——, ¢{)=t+b mita,beR

V1+ae 2’

gegeben ist. Fiir a = 0 erhélt man den Einheitskreis als Trajektorie, und fiir a < 0 bzw.
a > 0 bekommt man Kurven, die sich fiir £ — oo spiralférmig von aufen oder innen dem
Einheitskreis anschmiegen.

Das beobachtete Verhalten ist charakteristisch.

Satz 4.7 Jeder Zyklus des Systems (4.5) umschliefst mindestens einen Gleichgewichts-
punkt.

Satz 4.8 (Poincaré-Bendixon) Sei B die Abschlieffung einer offenen, beschrinkten
und zusammenhdngenden Teilmenge des R?, und

e ()
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sei eine Trajektorie von (4.5), die fir alle t > to in B verlduft. Dann ist T entweder
selbst ein Zyklus, oder T' schmiegt sich fir t — oo spiralférmig von innen oder auflen
einem Zyklus in B an.

Wenn B also eine ”Halbtrajektorie” enthéilt, so gibt es in B einen Zyklus. Hinweise zu

den Beweisen finden Sie in Heuser, Abschnitt X, Nr. 68. [

4.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Fiir lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die in
vielen Anwendungen auftreten, gibt es eine elegante Losungstheorie, die die Bestimmung
der Losungen auf die Bestimmungen der Nullstellen eines Polynoms reduziert.

4.3.1 Polynome von Differentialoperatoren

Wir schreiben C[X] fiir die Menge der Polynome in einer Unbestimmten X, d.h. die
Elemente von C[X] sind Ausdriicke der Gestalt

PX)=a +au X+ -+ a, X" (4.7)

mit komplexen Koeffizienten a;. FErsetzt man hierin die Unbestimmte X durch den
Ableitungsoperator D := %, so erhélt man einen sogenannten Differentialoperator

P(D) =ayl +a:D +---+a,D".

Ist I C R ein offenes Intervall, so ordnet P(D) jeder n-mal differenzierbaren Funktion
y : I — C die Funktion

P(D)y = aply + a1Dy + - -+ + a, D™y = apy + a1y + - - - + ay™
zu, so dass wir die lineare Differentialgleichung n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten,
any™ + -+ a1y +agy =0 mit a, #0 (4.8)

auch als P(D)y = 0 schreiben konnen mit P € C[X| wie in (4.7). Das Polynom P heifit
dann auch das charakteristische Polynom der Gleichung (4.8). Wir sehen uns zunéchst
an, wie man mit Differentialoperatoren rechnet.

Lemma 4.9 Seien Py, P, € C[X] Polynome vom Grad n bzw. m.
(a) Ist P(X) := P(X) + Py(X) und f max(m,n)-mal differenzierbar, so ist
P(D)f = A(D)f + R(D)f.
(b) Ist P(X) := Pi(X)P2(X) und f (m + n)-mal differenzierbar, so ist
P(D)f = Pi(D)(Py(D)f).
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Man rechnet mit Differentialoperatoren also genauso wie mit den zugehorigen Polyno-
men. Insbesondere folgt aus (b), dass

P(D)Py(D)f = P(D)Pi(D) f

(was fiir Differentialoperatoren der Gestalt a, D" + - - -4+ a1 D + aoI mit nicht-konstanten
Koeffizienten i.a. nicht mehr gilt).

Beweis von Lemma 4.9 Aussage (a) folgt sofort daraus, dass
P(D)f =aof +aDf +---+ayD"f = aof + arf' + - + an f™
linear von den Koeffizienten a; abhingt. Fiir (b) seien

Pl(X):a0+a1X+---+anX" und PQ(X):b0+b1X++mem

Dann ist
n+m
P(X) = chX] mit ¢; = Z aiby,
Jj=0 k+l=j

wobei wir a; = 0 fiir £ > n und b, = 0 fiir [ > m setzen. Daher ergibt sich

n+m n+m
PD)f = Y > abDif=> Y abD"f
=0 k+l=j =0 k+i=j
= Y ) aD*®D'f)=> aDFY bD'f = Pi(D)(Py(D)f).
k=0 [=0 k=0 =0

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra (den wir in der Vorlesung zur Funktionentheo-
rie beweisen werden), wissen wir, dass sich jedes Polynom

P(X)ZX"+an_1X"_1+---+a1X+a0

vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten auf eindeutige Weise in Linearfaktoren
zerlegen lasst:

P(X) = (X - /\l)kl """ (X - /\r)kra (49)

wobei die \; die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von P sind. Die positiven
natiirlichen Zahlen k; heiflen die Vielfachheiten der Nullstellen );. Offenbar ist k1 +-- -+
k, = n. Weiter wissen wir aus dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung (vgl. Analysis
I1, Satz 8.38), dass es Polynome Q;(X),...,Q,(X) so gibt, dass

1 _ QI(X) QT(X)
P(X)_(X—Al)k1+"'+7(X—Ar)kr' (4.10)
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Definieren wir fir 1 <k <r

T

P(X):= [ x-x)", (4.11)

1=1,l#k

so folgt aus (4.10) nach Multiplikation mit P(X) und unter Beachtung von (4.9), dass

1= Pi(X)Qu(X) + -+ P(X)Q, (X). (1.12)

Wegen Lemma 4.9 iibertragen sich (4.9) und (4.12) auch auf die entsprechenden Diffe-
rentialoperatoren:

P(D)= (D — X Ik ---.. (D — M\ 1)Fr, (4.13)

1= P(D)Qu(D) +--- + P.(D)Q,(D). (4.14)

Besonders einfach ist die Wirkung der Differentialoperatoren P(D) auf Exponentialfunk-
tionen. Fiir A € C sei ey(z) := .

Lemma 4.10 (a) Fir alle A € C ist P(D)ey = P(\)e,.
(b) Sei k € N, f k-mal differenzierbar und A\ € C. Dann ist

D¥(exf) = ex(D + MI)* . (4.15)

Beweis
(a) Dies folgt sofort aus

P(D)e* o€ + ay (M) + - -+ a, ()™

= ape™ 4+ a Xe’ + -+ a, " = P(N)eM.

(b) Mit der Leibnizschen Produktregel erhalten wir
k
Df(enf) = Z( ) ‘ex)(D*F'f)
1=0

k
= (i)

=0

k
= e,\Z( )AID’“ 'f =ex(D+ \)Ff.
=
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4.3.2 Die homogene Gleichung
Satz 4.11 Das Polynom
PX)=X"+a,1 X" " +--+aX+a € CX]

habe die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen A, ..., A\, mit den entsprechen-
den Vielfachheiten k1, ..., k.. Dann hat die Differentialgleichung
P(D)y=0 (4.16)

ein Losungsfundamentalsystem, bestehend aus allen Funktionen

Oim(r) = zmeNT mit 1<j<r und 0<m< ki — 1. (4.17)

Beweis Die Bezeichnungen P;, Q); seien wie im vorigen Unterabschnitt. Zuerst zeigen
wir: Ist y eine Losung von (4.16), so ist fiir jedes j € {1,...,r} die Funktion y; :=
P;(D)Q;(D)y eine Losung der Gleichung

(D — N I)Fiy; = 0. (4.18)
In der Tat, dies folgt sofort aus
(D= XD)%y; = (D= NI)MPi(D)Q;(D)y
= P(D)Q;(D)y = Q;(D)P(D)y = 0.
Ist umgekehrt y; eine Losung von (4.18), so ist y; auch Losung von (4.16):
P(D)y; = P;(D)(D — \I)%y; = 0.
Da aukerdem fiir jede Losung y von (4.16) wegen (4.14) gilt
y=1Iy= (P D)D)y +---+ P (D)Q:(D)y =y1 + - +ur,
erhalten wir: Jede Losung von (4.16) laft sich schreiben als Summe von Losungen der
Gleichungen (4.18) fiir j = 1,...,r. Umgekehrt ist jede solche Summe eine Lisung von
(4.16).
Wir haben also noch (4.18) zu losen. Wegen (4.15) konnen wir diese Gleichung
schreiben als
eAjije—Aj'!/j = 05
und wegen ey, (z) # 0 fiir alle z ist y; genau dann eine Losung dieser Gleichung, wenn
y; die folgende Gleichung 16st:
DPe_, y; = 0. (4.19)
Offenbar ist nun y; genau dann eine Losung von (4.19), wenn e_y,y; ein Polynom vom
Grad < k; — 1 ist, d.h. die Losungen von (4.19) sind genau die Funktionen der Gestalt

yi(@) = (co + 1@ + - - + ;12" ) eM?

mit ¢, ..., k-1 € C
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Damit ist klar: Jede Funktion aus (4.17) 16st (4.16), und jede Losung von (4.16) 14t
sich als Linearkombination von Funktionen aus (4.17) schreiben. Da in (4.17) genau
ki 4+ -+ + k. = n Funktionen stehen, bilden diese eine Basis des Losungsraumes von
(4.16). "

Anmerkung 1 Hat das Polynom P in Satz 4.11 nur einfache Nullstellen Ay, ..., A, so
besteht ein Losungsfundamentalsystem von (4.16) aus den Funktionen

T—eNT mit j=1,...,n.

Anmerkung 2 Sind alle Koeffizienten des Polynoms P aus Satz 4.11 reell, so treten
seine nichtreellen Nullstellen als konjugiert komplexe Paare auf. Mit

N peNT, L ghitleh® (4.20)

gehoren also auch

e o T
AR 7

eNT ze kit

eN? (4.21)

zum Losungsfundamentalsystem (4.17). Wir konnen daher die Funktionen aus
(4.20) und (4.21) durch ihre Real- und Imaginirteile ersetzen und erhalten ein Funda-
mentalsystem, das aus reellwertigen Funktionen besteht.

Dazu schreiben wir \; = a; +48; mit o, 3; € R und 3; # 0 und bekommen
xme)\jw — xmeajweﬂjwi
= 2™e%"(cos fx + isin f;x).

Unter den getroffenen Annahmen bilden also die Funktionen

N el L gkiTlehi®
fiir jede kj-fache reelle Nullstelle A; von P und
e®® cos Bz, re®” cos Bz, . . ., zFi~1e%% cos Bjx,
e sin Bz, re®” sin Bz, . . ., zFi~1e®® gin Bjz,
fiir jedes Paar ()\;, \;) k;-facher Nullstellen \; = a;; + i3; mit 3; > 0 ein Losungsfunda-
mentalsystem von (4.16). =
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Beispiel A Die Differentialgleichung

yll/ _ yll _ 2yl — O
1Rt sich schreiben als P(D) = 0 mit P(X) = X® — X? — 2X. Die Nullstellen des
Polynoms P sind A\; =0, A3 = —1 und A3 = 2. Die Funktionen

T 2T

@1(.7)) = 17 (PZ(x) =e und Q03(.T) =e

bilden also ein Losungsfundamentalsystem, und die allgemeine Losung der Differential-
gleichung hat die Gestalt

QD(.??) = 01 + Cze_z + C3€2I mit 01, 02, 03 c R.

Beispiel B Die Differentialgleichung
y/// B 2y" + y/ -0

hat das charakteristische Polynom P(X) = X3 — 2X? 4+ X mit der einfachen Nullstelle
A1 = 0 und der doppelten Nullstelle Ay = 1. Ein Losungsfundamentalsystem wird also
gebildet von den Funktionen

T T

e1(z) =1, @o(x) =€¢" und @3(x) = ze”,

und die allgemeine Losung lautet

o(z) =C1 + (Cy + C3z)e® mit C1,Cy,Cs € R.

| |
Beispiel C Wir betrachten das System
T =ax+by ) _ B
y=cr+dy mit z(to) = Zo, y(to) = Yo (4.22)

mit reellen Koeffizienten. Ist b = 0, so kann man zun#chst z bestimmen als Losung der
Differentialgleichung
& =ar mitz(ty) = xo

und dann die gefundene Losung einsetzen in die zweite Gleichung von (4.22), wodurch
diese zu einer inhomogenen Gleichung wird:

j—dy=cz mit ylto) = o
Fiir b # 0 erhalten wir aus der ersten Gleichung von (4.22)

y =1 - az)

b
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und nach Differenzieren

1
j =3 (&~ ad)
Setzen wir dies in die zweite Gleichung von (4.22) ein, so folgt
1 d
g(x —at) =cx+ g(x — azx),

d.h. wir erhalten die Gleichung 2. Ordnung
& —(a+d)t+ (ad — bc)x =0

mit den Anfangsbedingungen x(tq) = o, ©(ty) = axg + byo. Dies l6st man wie oben
beschrieben und berechnet abschliefend y aus x. Dieses Eliminationsverfahren ist oft
niitzlich bei der Losung von Differentialgleichungssystemen.

Beispiel D Das charakteristische Polynom der Schwingungsgleichung
Y +w?y =0 mitweR\ {0}
lautet P(X) = X? + w? und hat die Nullstellen
Al =iw, A= —iw.
Also bilden die Funktionen
p1(z) = €7, py(x) = e

ein Fundamentalsystem, und die Funktionen

1 1 .
Yi(z) = S (p1(2) +¢2(2)) = coswa,  Ya(z) = - (01(2) — ¢2(2)) = sinwz
bilden ein Fundamentalsystem, das aus reellwertigen Funktionen besteht. [

Beispiel E Wir betrachten allgemeiner die Differentialgleichung
:E+2,u:'c+w§x:0 mit p > 0,wy > 0

der gedimpften Schwingung. Diese Gleichung modelliert z.B. eine Masse, die an einer
Feder schwingt, wobei u der Reibungskoeffizient und w? die Federkonstante ist. Fiir
1 = 0 hat diese Gleichung laut Beispiel D das Losungsfundamentalsystem

©1(t) = coswot, pa(t) = sinwyt.

Die Zahl wyq ist also die Kreisfrequenz der ungedidmpften Schwingung. Wir setzen von
nun an pu > 0 voraus.
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Wir schreiben die Differentialgleichung als
P(D)r =0 mit P(D) = D*+2uD + wl,
wobei D nun fiir % steht. Die Nullstellen von

P(X)=X?+2uX +wi = (X +p)? +wi—p?

/\1=—,u+\/,u2—w§a )\QZ_H_\IIU?_(’U(%’
wobei y/p? — wg im Fall p? < w3 fiir iy/w3 — p? steht.

Fall 1: 0 < p < wy (Schwache Dampfung) In diesem Fall setzen wir w := y/w§ — p?
und erhalten die konjugiert-komplexen Nullstellen

sind

Ao = —p T iw.
Also haben wir ein Lésungsfundamentalsystem
O1(t) = e Mt py(t) = e Mot
aus dem wir das folgende reellwertige Fundamentalsystem erhalten:
Y1 (z) = e Meoswt, y(r) =e M sinwt.

Durch die Ddmpfung wird also die Frequenz kleiner, und die Losungen klingen exponen-
tiell ab.

Fall 2: u = wy (aperiodischer Grenzfall) In diesem Fall ist A\ = —u eine doppelte
Nullstelle, so dass wir das Losungsfundamentalsystem

pi(t) = e, po(t) = te™

erhalten. Wir beobachten kein Schwingungsverhalten mehr.

Fall 3: u > wy (aperiodischer Fall) In diesem Fall haben wir zwei einfache reelle

Nullstellen
Aig = —p £/ p? — i,

die wegen /pu? — w? < u beide negativ sind. Ein Losungsfundamentalsystem ist also

p1(t) =™, ot) = e’

und die Losungen klingen exponentiell ab. ]
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4.3.3 Die inhomogene Gleichung

Sei wieder P(D) = D" + a,_1D" ™' 4+ --- + a1 D + ao! ein Differentialoperator mit kon-
stanten Koeffizienten und b : I — R eine stetige Funktion auf dem Intervall / C R. Um
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

P(D)y = b(z) (4.23)

zu finden, bestimmen wir zunichst mit Satz 4.11 ein Losungsfundamentalsystem ¢4, . .., ¢,
der homogenen Gleichung, und dann bené6tigen wir noch eine spezielle Losung der inho-
mogenen Gleichung. Wir diskutieren kurz zwei Wege, wie man diese finden kann.

1. Weg: Variation der Konstanten Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
P(D)y = 0 hat die Form

p(x) = Crp () + - - - + Cipn(z)
mit Konstanten C;, und wir suchen eine spezielle Lésung von (4.23) der Gestalt
p(x) = Ci(@)pr(z) + - -+ Cn(@)on(2)

mit stetig differenzierbaren Funktionen Cj(x). Wir berechnen die Ableitungen von ¢:

!

¢ = Clp1+Crpr+ -+ Clpn + Cril,
= (Cipy + -+ Crip) + (Clor + - -+ Crn).

Um die Rechnung einfach zu halten, versuchen wir, die C; so zu wéhlen, dass
Clor+ -+ Clon=0.
(Wir werden spéter sehen, dass dies moglich ist.) Dann bleibt also
¢ =Cipi+ -+ Cripl,
und wir finden weiter
" = (Cro1 + -+ + Cngp) + (Crh + -+ -+ Crn)-

Wir fordern wieder
Ciph +---+ Cryl, = 0.

Fahren wir so fort, so erhalten wir
o®) :Clcp§k)+---+0n<pg“) firk=0,...,n—1
sowie die Bedingungen

Clo® 4o p O™ =0 fiirk=0,...,n—2.
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Schlielich erhalten wir fiir die n-te Ableitung
o™ = (Crpl” + o+ Cap) + (CLE™ ™ 4+ Gl ™).
Wir setzen diese Ausdriicke in die inhomogene Gleichung ein und bekommen

b = o™ +a, 10"+ +ar¢ +agp
= (G +... + Cog) + (Cle" ) + -+ Cril )
Fan 1 (Cro" ™ + ...+ Crpplt™D)
T
+a1(C1] + ... + Cril)
+ao(Cro1 + ...+ Crion),

also
Cip\" ™V 4o 4 Clpln = b,

da die ¢, ja die homogene Gleichung P(D)y = 0 16sen. Zur Bestimmung der Ableitung
C} haben wir damit das folgende lineare Gleichungssystem gewonnen:

Cipr+...+Crpp = 0

Cipy + ..+ 07'190:1 =0

Crpl" ™ 4 +C’ -2 — ¢
Clo" 4Ol = (4.24)
Dieses System ist aber eindeutig losbar! Die Determinante der Systemmatrix ist ndm-
lich gerade die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems ¢, ..., ¢,, und diese
Determinante ist ungleich Null nach Satz 3.7. Als Losung des Systems (4.24) be-
kommen wir die Funktionen C7,...,C], und hieraus erhalten wir durch Integration

Funktionen C',...,C,. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass dann die Funktion ¢ =
Cip1 + - - - + Cry tatséchlich eine Losung von (4.23) ist.

Beispiel F Wir betrachten die Gleichung
y" + 4y = cos 2z.
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung 3" + 4y’ = 0 ist
o(x) = C + Coe™™2.
Wir suchen eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung in der Form

o(x) = Ci(z) + Cy(x)e™.
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Das System (4.24) reduziert sich in diesem Fall auf
Ci(z) + Cy(x)e™ = 0
—4Ch(z)e " = cos 2.
Folglich ist
1 1
Cy(z) = —Ze” cos2z und Cj(z) = 70 2.
Integration liefert

1
Ci(z) = gsian,

14 cos2x + 2sin 23:6495
4 20 ’

Co(z) =
und damit ist eine Losung der inhomogenen Gleichung gleich

1 . 1
o(z) = Cy(z) + Cg(ac)e"lw =10 sin 2z — % cos 2.

2. Weg: Spezielle Ansitze bei speziellen rechten Seiten Fiir spezielle rechte
Seiten kommt man schneller zum Ziel, wenn man einen geeigneten Losungsansatz macht.
Fiir b(z) = e"® ist es z.B. naheliegend, eine Losung ¢ von P(D)y = e#* in der Form
¢(x) = ce”® zu suchen. Nun ist nach Lemma 4.10(a)

P(D)et* = P(u)e"?, (4.25)

und wir sehen: Ist P(u) # 0, so ist tatsiachlich

eine Losung von P(D)y = 7.

Satz 4.12 Sei P(X) = X"+ a,1 X" '+ -+ a1 X +ap € C[X], und f € C[X] sei ein
Polynom vom Grad m. Die Zahl p € C sei eine Nullstelle k. Ordnung von P. Dann
besitzt die Differentialgleichung

P(D)y = f(z)e"”
eine Losung ¢ : R — C der Gestalt

p(x) = h(z)e,

wobei h € C[X] ein Polynom vom Grad m + k ist.
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Beweis Nach Voraussetzung ist P(D) = Q(D)(D — pI)* mit Q(u) # 0. AuBerdem sei
an Lemma 4.10(b) erinnert: Ersetzen wir dort A durch —\ und anschliefend e_, f durch
g, so folgt

(D = ADH(Mg(x)) = 79 (z) (4.26)

fiir jede k-mal differenzierbare Funktion g.
Wir zeigen nun die Behauptung durch vollstindige Induktion nach m. Fiir m = 0 ist
die Differentialgleichung
P(D)y =ce’ mitceC
zu 16sen. Eine spezielle Losung ist
c

p(z) == KQ(1)
denn wegen (4.26) und (4.25) ist
P(D)(z*e*") = Q(D)(D — pl)*(a"e"") = Q(D)((D*z*)e")
Q(D)(k!e") = KlQ(p)e",

und ¢ ist offenbar von der behaupteten Gestalt. Wir vollziechen nun den Induktions-
schritt von m — 1 auf m. Wie oben erhalten wir zunéchst

P(D)(z*"et®) = Q(D)(D — pl)*(a"met)
Q(D)(D*(z*+m) - et7)
k+m)! S -
= %Q(D)(z ') =: g(z)e"”.
Wir zeigen, dass g ein Polynom vom Grad m ist. Dazu entwickelnd wir ) nach Potenzen
von x — p

xkeuz’

QD) = " ¢;(D = uIy.

Fiir 7 = 0 haben wir .
cj(D — pI)! (x™e!®) = coz™el”,

und coxz™ ist ein Polynom vom Grad m, da ¢y = Q(u) # 0. Dagegen ist wegen (4.26)
fiir j > 0 _ _

¢j(D — pl)? (xz™e!®) = ¢; D7 (x™)et”,
und ¢;D?(m) ist ein Polynom, dessen Grad kleiner als m ist. Es ist also g tatséchlich
ein Polynom vom Grad m. Insbesondere gibt es eine Zahl d so, dass f; := f — dg ein
Polynom vom Grad kleiner als m ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher ein
Polynom k; vom Grad < m — 1+ k so, dass

P(D)(hi(x)e’*) = fi(z)e!".
Wir definieren h(x) := hi(z) + dz™* und erhalten schlieflich
P(D)(h(z)e"*) = fi(x)e’” + dg(x)e"® = f(x)e!™.
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Beispiel G Wir suchen eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

(D* —2D* — 2D + 2I)y = 2sinz. (4.27)
Wegen 2sin z = Re(—2ie'®) betrachten wir zuniichst die Gleichung

P(D) = —2ie"* mit P(X) = X® —2X* - 2X +2.
Da P(i) = 3 — 2i®> — 2i + 2 = 4 — 3i # 0, hat diese Gleichung die spezielle Losung
)= e =8
Da alle Koeffizienten von P(D) reell sind, gilt
Re(P(D)i(x) = P(D)Reth(x).

Also hat (4.27) die spezielle Losung

T

6 8
o(z) == Rey(x) = oF COST + % sin .

Beispiel H Wir betrachten die Differentialgleichung
(D*+2D* + D)y = x + 2™ °.

Das charakteristische Polynom P(X) = X3 +2X2 + X = X (X + 1)? hat 0 als einfache
und —1 als zweifache Nullstelle. Folglich bilden die Funktionen

Zz

ng(.T) = 15 @2(‘%) =e ) (p3($) =ze
ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung P(D)y = 0. Um die inhomo-
gene Gleichung zu 16sen, suchen wir spezielle Losungen von

P(D)y = z=xe"", (4.28)
P(D)yy = 2e°. (4.29)

Nach Satz 4.12 hat (4.28) eine spezielle Losung der Gestalt f(z) = co+ ¢i12 + coz?®. Dann
ist

Z

P(D)f = (¢1 + 4¢9) + 2¢1,
d.h. f 16st (4.28) genau dann, wenn 2¢; = z und ¢; + 4¢; = 0, d.h. wenn ¢; = —2

und ¢, = 3. Gleichung (4.29) hat nach Satz 4.12 eine spezielle Losung der Gestalt

g(z) = (do + diz + doz?)e™®. Da e~% und ze ? bereits die homogene Gleichung l6sen,
erhalten wir
P(D)g = P(D)(dyx’e™®) = doD(D — I)*(z%e™")
= dyD(D*(z%)e *) = 2dyD(e *) = —2dqe %,
so dass wir dy = —1 zu wiahlen haben. Eine spezielle Losung der Ausgangsgleichung ist
also .
U(r) = —2x + §$2 — r?e”",
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Beispiel | Die Differentialgleichung
i+ wir = acoswt, wp,w € (0,00), a €R (4.30)

beschreibt die Bewegung eines harmonischen Oszillators der Eigenfrequenz wy unter
Wirkung einer periodischen &uferen Kraft acoswt. Wir betrachten zuerst wieder die
komplexe Gleichung

i+ wir = ae™’, (4.31)

Dann ist P(D) = D? + wigl = (D — 1wl )(D + iwel), und wir unterscheiden 2 Fille.

Fall 1: w # wy Dann erhalten wir eine Losung von (4.31) durch den Ansatz
U(t) = ce™.

Wegen P(D)1p = c(wg — w?)e™ ist ¢(t) = —e™" eine Losung von (4.31) und somit
0

o(t) = Rep(t) = % coswt

eine Losung der Ausgangsgleichung.

Fall 2: w = wy (Resonanzfall) Wegen P(iwy) = 0 hat (4.31) in diesem Fall eine
Losung der Gestalt 1)(t) = cte™°!. Einsetzen ergibt

P(D)(cte™?) = 2icwge™t,
Also ist

a .
1) = t wwot
() 21wy ¢

eine Losung von (4.31), und (4.30) besitzt die Losung

a . a
t) = Re | ——te™°t | = —¢tsin wyt.
#(t) = Re <2iw0 ¢ ) g S0

Die Amplitude wichst also fiir a # 0 unbeschrinkt. ]
Anmerkung 1 Die Eulersche Differentialgleichung
an ™y + ap_12" Y™ 4o ayay’ +agy =0 auf (0, 00)

14kt sich durch die Substitution z(t) := y(e') auf eine lineare Differentialgleichung n.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten zuriickfiihren. Die Details und Beispiele sollen
Sie sich in Ubung/Tutorium ansehen. n
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Anmerkung 2 Man betrachtet auch Systeme linearer Differentialgleichungen von ho-
herer Ordnung wie etwa
yll_y+zll_zlzez

y' +y' +2"=0. (4.32)

Dabei konnen neue Effekte auftreten. Z.B. hat das System (4.32) keine Losung! Sub-
trahiert man namlich die erste Gleichung von der zweiten, so folgt

y' +y+z =—¢,

und nach Differenzieren folgt
y// _+_y/ + M = _et’

was der zweiten Gleichung von (4.32) widerspricht. =
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